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LA MONODROMIE HAMILTONIENNE
DES CYCLES E´VANESCENTS
MAURICIO D. GARAY†
Re´sume´. Nous e´tudions la monodromie des cycles e´vanescents d’une
application holomorphe dont les composantes sont en involution. Nous
montrons sous des hypothe`ses pre´cise´es dans l’e´nonce´ que le premier
groupe d’homologie e´vanescente non nul de la fibration de Milnor est
librement engendre´ par les cycles e´vanescents. Nous en de´duisons que
l’ope´rateur de variation correspondant est un isomorphisme.
Cet article est de´die´ a` Bernard Teissier a` l’occasion de son soixantie`me
anniversaire.
Introduction
La the´orie de Picard-Lefschetz locale e´tudie les cycles e´vanescents associe´s
a` un germe d’application holomorphe f : (Cm, 0) −→ (Ck, 0) et leurs mon-
odromies ([9, 12, 14]). Dans la plupart des cas e´tudie´s, on suppose que la
fibre a` l’origine de f est un germe re´duit d’intersection comple`te a` singular-
ite´ isole´e.
Supposons que l’espace source soit muni d’une structure symplectique, i.e.,
C
m = C2n = {(q, p)} et conside´rons le cas ou` les crochets de Poisson des
composantes de f s’annulent deux a` deux :
∀i, j ≤ k, {fi, fj} =
n∑
l=1
∂qlfi∂plfj − ∂plfi∂qlfj = 0.
En ge´ne´ral, la fibre V0 au dessus de l’origine d’un repre´sentant d’une telle
application f n’est pas a` singularite´ isole´e.
Prenons par exemple, n = 4, k = 2, f1 = p1q1 et f2 = p2. Au voisinage
de l’origine, la surface V0 est analytiquement isomorphe au produit de la
courbe plane Γ = V0 ∩ {q2 = 0} par un ouvert de C ; le lieu singulier de
V0 est donc de dimension 1. La singularite´ de Γ se propage dans V0 le long
du champ hamiltonien de f2. Cet exemple est rigide en ce sens que toute
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de´formation de f dont les composantes commutent laisse le type analytique
de V0 inchange´ dans un voisinage suffisamment petit de l’origine ([5]).
Dans le cas ou` les composantes de f de´finissent un syste`me inte´grable, i.e.,
pour k = n, on de´montre dans [6] que le premier espace de cohomologie
de de Rham d’une fibre de Milnor de f a la dimension de la base d’une
de´formation verselle Lagrangienne de V0 pourvu que f admette une de´for-
mation infinite´simalement Lagrangienne verselle et qu’elle ve´rifie l’hypothe`se
de pyramidalite´ pre´cise´e en 2.1.
Ce travail est motive´e par cette relation entre la ge´ome´trie analytique d’une
part et la topologie d’autre part (voir e´galement [2, 4, 13]).
Notons V une fibre de Milnor de l’application f . Sous l’hypothe`se de pyra-
midalite´ qui sera pre´cise´e en 2.1, nous montrons que
(1) la varie´te´ V est 2(n− k) connexe,
(2) le groupe d’homologie e´vanescente H2(n−k)+1(V ) est librement en-
gendre´ par une base distingue´e de cycles e´vanescents,
(3) l’ope´rateur de variation V ar : H2(n−k)+1(V, ∂V ) −→ H2(n−k)+1(V )
est un isomorphisme.
Ici comme dans tout l’article, les homologies sont prises a` coefficient dans Z.
1. La fibre de Milnor d’une intersection comple`te.
1.1. Repre´sentants standards. Comme il est habituel en the´orie des sin-
gularite´s, nous dirons abusivement qu’un germe d’application est une inter-
section comple`te si sa fibre au dessus de l’origine est un germe d’intersection
comple`te re´duite.
On de´finit le faisceau des applications holomorphes sur des compacts Cm,
par limite inductive O(K) = lim−→O(U), K ⊂ U ou` K ⊂ Cm est un compact
et U ⊂ Cm est un ouvert.
Une sous varie´te´ lisse a` bord M ⊂ Cm sera dite analytique (a` bord) si son
inte´rieur est une varie´te´ analytique complexe lisse et en tout point du bord
M est localement l’intersection transverse d’une varie´te´ analytique complexe
lisse avec une boule ferme´e.
Le bord d’une varie´te´ analytique lisse compacte est une varie´te´ analytique
lisse re´elle.
Notons Bε la boule ferme´e de C
m, de rayon ε centre´e en l’origine. Le bord
de la boule Bε est une sphe`re que nous notons Sε.
De´finition 1. Un repre´sentant standard f¯ : M −→ T d’un germe d’appli-
cation holomorphe f = (f1, . . . , fk) : (C
m, 0) −→ (Ck, 0) est un repre´sentant
du germe f satisfaisant aux conditions suivantes :
(1) le morphisme f¯ est la restriction d’un morphisme de Stein g d’une
boule Bε ⊂ Cm a` un voisinage compact de g−1(0),
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(2) la fibre de f¯ au dessus de 0 est une intersection comple`te re´duite mu-
nie d’une stratification de Whitney dont les strates sont transverses
aux sphe`res Stε pour tout t ∈]0, 1],
(3) il existe un syste`me fondamental de voisinages ferme´s de l’origine
(Dt)t∈]0,1] dans T avec D1 = T , tel qu’au dessus de Dt les fibres
lisses de g soient transverses aux sphe`res Stε.
Remarque 1. Pour tout germe f , il existe un repre´sentant ve´rifiant les con-
ditions 1 et 2. En effet, l’existence d’une boule Bε satisfaisant (2) de´coule
des proprie´te´s ge´ne´rales des stratifications de Whitney [19] (voir e´galement
[15]).
1.2. Le the´ore`me de section hyperplane relatif. La proposition suiv-
ante est une variante du the´ore`me de section hyperplane de Lefschetz pour
les varie´te´s analytiques compactes (au sens de´fini dans la sous-section pre´ce´-
dente).
Proposition 1. Soient V ⊂ Cm une varie´te´ analytique lisse compacte de
codimension k, u : Cm −→ C une forme line´aire et P = u−1(t), t ∈ C un
hyperplan. Supposons que le triplet (V, u, t) satisfasse aux conditions suiv-
antes
(1) l’hyperplan P intersecte V transversalement,
(2) la restriction de l’application line´aire u a` V est une submersion en
tout point du bord de V ,
(3) les points critiques de la restriction de u a` V sont des points critiques
isole´s.
Alors les paires (V, V ∩ P ), ∂V, ∂(V ∩ P ) sont respectivement (m − k − 1)-
connexe et (m − k − 2)-connexe. En particulier, on a les annulations en
homologie Hj(V, V ∩ P ) = 0,Hj−1(∂V, ∂(V ∩ P )) = 0 pour 0 < j < m− k.
De´monstration. Il suffit de re´pe´ter la de´monstration donne´e par Thom du
the´ore`me de Lefschetz ([17]).
Conside´rons la fonction h : V −→ R, z 7→| u(z) |2 . Une valeur critique
ε > 0 de h est une valeur pour laquelle il existe t ∈ C de module √ε tel
que l’hyperplan u−1(t) est tangent a` V . Quitte a` perturber le´ge`rement la
fonction h on peut supposer que
(1) les points critiques de h sont des points critiques de Morse, i.e., la
forme quadratique d2h(z) est non-de´ge´ne´re´e en un point critique,
(2) le flot du gradient de h donne une de´composition cellulaire de la
varie´te´ V \ (V ∩ P ) (voir e.g. [3, 11]).
En un point critique de h, l’indice est au moins e´gal -en fait on pourrait
choisir h pour qu’il soit e´gal- a` la dimension de V .
Par ailleurs, en tout point du bord de V , la restriction de l’application u a`
V e´tant une submersion, le gradient de h est transverse au bord de V . Le
the´ore`me fondamental de la the´orie de Morse entraˆıne que la varie´te´ V est
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obtenue a` partir de V ∩ P en y ajoutant des cellules de dimension e´gale a`
l’indice de chacun des points critiques de la fonction h (voir e.g. [11]).
L’intersection d’une cellule de dimension j de V avec le bord de V est une
cellule de dimension j−1, par conse´quent la varie´te´ ∂V est obtenue a` partir
de ∂(V ∩P ) en y ajoutant des cellules de dimension dimV − 1. Ceci ache`ve
la de´monstration du lemme. 
1.3. N-connexite´ de la fibre de Milnor. Soit u une forme line´aire sur
C
m et f¯ : M −→ T un repre´sentant standard d’un germe d’intersection
comple`te.
Conside´rons la proprie´te´
P(u, f¯) : il existe un voisinage de l’origine Tu ⊂ T , tel que pour toute fibre
lisse V de f¯ au dessus de Tu et tout t 6= 0 suffisamment proche de l’origine,
le triplet (V, u, t) satisfait les conditions de la Proposition 1.
Proposition 2. Supposons qu’un germe f : (Cm, 0) −→ (Ck, 0) d’intersec-
tion comple`te admette un repre´sentant standard f¯ :M −→ T . L’ensemble Ω
des formes line´aires sur Cm ve´rifiant la proprie´te´ P(u, f¯) est alors un ouvert
de Zariski.
De´monstration. Conside´rons l’ensemble Ω ⊂ (Cm)∨ des formes line´aires
pour lesquelles
(1) la polaire relative a` f , soit Γ, est une varie´te´ re´duite de dimension k,
(2) la multiplicite´ d’intersection (Γ, V0) a` l’origine de Γ avec la fibre V0
de f au-dessus de 0 est finie.
L’ensemble Ω est un ouvert de Zariski ([15], section 4, Proposition 1).
Pour u ∈ Ω, la multiplicite´ d’intersection a` l’origine de la polaire Γ avec la
fibre singulie`re V0 est finie. Donc, dans un voisinage de l’origine suffisamment
petit, cette intersection est re´duite a` l’origine.
Par conse´quent, il existe un voisinage de l’origine Tu au dessus duquel les
fibres de f¯ :M −→ T n’intersectent pas le bord de la polaire Γ.
Au dessus de l’ouvert Tu, les fibres lisses du morphisme f satisfont aux
conditions de la Proposition 1. En effet (avec les meˆmes notations), les points
critiques de la restriction de u a` V sont les intersections de V avec Γ. Le
nombre de ces points est donc fini.
Soit t une valeur re´gulie`re de la restriction de u a` V . L’hyperplan P = u−1(t)
est transverse a` V . Par ailleurs comme le bord de M n’intersecte pas Γ,
la restriction de u au bord de V est une submersion. La proposition est
de´montre´e. 
Corollaire. Supposons qu’un germe f : (Cm, 0) −→ (Ck, 0) d’intersection
comple`te admette un repre´sentant standard f¯ :M −→ T . Soit s la dimension
du lieu singulier de V0 = f
−1(0). Il existe alors, un voisinage de l’origine
T0 ⊂ T tel que les fibres lisses de f¯ au dessus de T0 soient (m− s− k − 1)-
connexe.
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De´monstration. L’intersection de V0 = f¯
−1(0) avec un espace vectoriel P =
{u = 0} de codimension s est une intersection comple`teW0 = {(f¯ , u) = 0} a`
singularite´ isole´e. D’apre`s Milnor et Hamm([12, 8]), la fibre de Milnor, soit
W , de (f, u) a le type d’homotopie d’un bouquet de sphe`res de dimension
m − s − k. Par ailleurs, la proposition pre´ce´dente entraˆıne que (V,W ) est
(m− s− k− 1)-connexe. Comme W est (m− s− k− 1)-connexe, le re´sultat
en de´coule. 
2. Applications involutives pyramidales
2.1. Existence d’un repre´sentant standard dans le cas pyramidal.
Conside´rons a` pre´sent le cas ou` M est muni d’une structure symplectique
complexe, i.e., d’une deux-forme holomorphe ω ferme´e non-de´ge´ne´re´e. Le
crochet de Poisson est alors de´finit par {f, g}ωn = df ∧ dg ∧ ωn−1 avec
2n = dimM .
De´finition 2. Un morphisme f : M −→ T, T ⊂ Ck entre varie´te´s com-
plexes est appele´ involutif si les crochets de Poisson des composantes de f
sont nuls.
La de´monstration de la proposition suivante est imme´diate.
Proposition 3. Soit f : (C2n, 0) −→ (Ck, 0) un germe d’application involu-
tive. Si la diffe´rentielle a` l’origine de f est de rang j alors il existe un germe
de symplectomorphisme ϕ : (C2n, 0) −→ (C2n, 0) et un germe d’application
biholomorphe ψ : (Ck, 0) −→ (Ck, 0) tels que
ψ ◦ f ◦ ϕ = (p1, . . . , pj , g)
ou` g : (C2n, 0) −→ (Ck−j, 0) est une application involutive.
Avec Thom ([16]), conside´rons l’ensemble Cj(f¯) ⊂ M des points ou` une
application holomorphe f¯ :M −→ T est de rang j.
L’adhe´rence de Ck−1(f¯), k = dimT , est un espace analytique appele´ le
lieu critique de f¯ ; son image par f¯ est appele´ le discriminant. Un point du
discriminant est appele´ une valeur critique.
De´finition 3. Une application involutive f¯ :M −→ T, T ⊂ Ck est appele´e
pyramidale si pour tout j ≤ k la dimension de Cj(f¯) est au plus e´gale a` 2j :
dimCj(f¯) ≤ 2j.
Remarque 2. La Proposition 3 montre que pour f¯ est pyramidale, l’espace
M est stratifie´ par les strates lisses Cj(f¯), j ≤ k et que les fibres de f¯ sont
stratifie´es de Whitney par les flots des champs hamiltoniens des composantes
de f¯ .
Proposition 4. Tout germe f : (C2n, 0) −→ (Ck, 0) d’application involutive
pyramidale admet un repre´sentant standard f¯ :M −→ T . De plus, au dessus
du comple´mentaire de son discriminant, l’application f¯ de´finit une fibration
topologique localement triviale.
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De´monstration. Nous utilisons les notations de la De´finition 1.
Soit f¯ : M −→ T un repre´sentant du germe f satisfaisant aux conditions
1, 2 de la De´finition 1.
Je dis que tout point x ∈ (∂V0 ∩ Stε) admet un voisinage Ux ⊂ Cm, sur
lequel les fibres lisses de l’application f sont transverse a` Stε.
Si x est un point lisse de V0 cela re´sulte du fait que la transversalite´ est une
condition ouverte.
Soit x un point singulier de V0. La condition de pyramidalite´ entraˆıne qu’en
chaque point de la strate de x, l’espace tangent est engendre´ par les champs
hamiltoniens des composantes de f¯ ; il est par conse´quent limite des espaces
tangents aux fibres lisses. En effet, tout vecteur tangent vx en x a` la strate
de x s’e´crit sous la forme vx =
∑
aiXi(x), ai ∈ C, ou` Xi est le champ
hamiltonien associe´ a` la composante fi. Le champ de vecteurs
∑
aiXi est
d’une part globalement de´fini et d’autre part tangent aux fibres de f ; par
conse´quent, l’affirmation re´sulte a` nouveau de l’ouverture de la transversal-
ite´.
Pour t ∈]0, 1] fixe´, notons r(t, x) la distance de 0 a` f¯(Ux). Soit Dt la boule
ferme´e de rayon r(t) = inf{r(t, x) : x ∈ ∂V0}. La restriction de f¯ au dessus
de D1 est un repre´sentant standard.
Notons C le lieu critique de f¯ et Σ son image par f .
Soit g : M \ C −→ T \ Σ la restriction de l’application f¯ a` M \ C. Strati-
fions cette application, en de´composant M \ C en deux strates : d’une part
l’inte´rieur de M \ C et d’autre part le bord de M \ C.
Nous avons de´montre´ que la condition de pyramidalite´ entraˆıne
(1) l’existence d’un repre´sentant standard f¯ pour un germe d’application
pyramidale involutive donne´,
(2) que l’application g ve´rifie la condition (af ) de Thom ([18]).
Par conse´quent, le deuxie`me lemme d’isotopie de Thom applique´ a` l’appli-
cation g :M \C −→ T \Σ montre que g est une fibration localement triviale
[18] (voir e´galement [7]). Ceci conclut la de´monstration de la proposition. 
Nous appellerons fibration de Milnor d’un germe d’application involutive
pyramidale f : (C2n, 0) −→ (Ck, 0), la fibration topologique de´finie par un
repre´sentant standard de f au dessus du comple´mentaire de son discrim-
inant. La fibre de Milnor du germe f est la varie´te´ topologique obtenue
comme fibre de sa fibration de Milnor.
2.2. N-connexite´ de la fibre de Milnor. En de´pit de sa simplicite´, le
the´ore`me suivant va nous fournir la clef de la de´monstration du the´ore`me
principal. Il marque la diffe´rence essentielle entre l’e´tude des applications
involutives et celle des intersections comple`tes ge´ne´rales.
The´ore`me 1. La fibre de Milnor d’un germe d’application involutive pyra-
midale f : (C2n, 0) −→ (Ck, 0) est une varie´te´ 2(n− k)-connexe.
De´monstration. Soit f¯ : M −→ T un repre´sentant standard de f . Le lieu
singulier de la varie´te´ V0 = {f¯ = 0} est l’adhe´rence de la strate C1(f¯) ∩ V0.
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La Proposition 3 entraˆıne que cette strate est au plus de dimension k − 1.
Donc, d’apre`s le corollaire de la Proposition 1, la fibre de Milnor de f est
N -connexe avec N = 2n − (k − 1) − k − 1 = 2(n − k). Le the´ore`me est
de´montre´. 
2.3. Points critiques quadratiques. Un point critique d’une fonction
dont le nombre de Milnor est fini se de´compose apre`s perturbation en une
somme de points critiques de Morse ayant des valeurs critiques distinctes.
Nous envisageons l’analogue de cette proprie´te´ pour les application involu-
tives.
De´finition 4. Un point critique x ∈M d’une application involutive
f : M −→ T est appele´ quadratique si il existe un germe de symplectomor-
phisme ϕ : (C2n, 0) −→ (C2n, x) et un germe d’application biholomorphe
ψ : (Ck, s) −→ (Ck, 0), s = f(x), tels que
ψ ◦ f ◦ ϕ(q, p) = (q21 + p21, p2, . . . , pk).
Notons respectivement C ⊂ M et Σ ⊂ T , le lieu critique et le discriminant
d’une application holomorphe f¯ :M −→ T .
De´finissons les proprie´te´s suivantes :
(M1) : l’ensemble des valeurs Σ′ ⊂ T critiques non quadratiques forment un
ensemble de codimension au moins 2 dans T ,
(M2) : pour tout s /∈ Σ′, le lieu singulier d’une fibre singulie`re Ls est connexe.
Nous conjecturons que ces proprie´te´s sont ge´ne´riques, en ce sens qu’en dehors
d’un ensemble de codimension infinie (dans l’espace vectoriel des germes
d’applications involutives avec n et k fixe´s muni de la topologie de Whitney),
pour tout germe d’application involutive, il existe une de´formation dont
le de´ploiement est pyramidal et qui posse`de les proprie´te´s (M1) et (M2).
Dans le cas n = 1, une telle de´formation est donne´e par une morsification
de f . Nous conjecturons e´galement que la variante re´elle de ces proprie´te´s
de´finit les applications involutives stables sur une varie´te´ symplectique lisse
compacte.
2.4. Cycles e´vanescents d’une applications involutive pyramidale.
Soit f : (C2n, 0) −→ (Ck, 0) un germe d’application involutive pyramidale.
Notons s la dimension du lieu singulier de la fibre de f au dessus de l’origine.
Choisissons un repre´sentant standard f¯ :M −→ T de f , des formes line´aires
u1, . . . , us : C
2n −→ C de telle sorte que
(1) pour tout l ≤ s, les applications Fl = (f¯ , u1, . . . , ul−1) et F1 = f
ve´rifient la proprie´te´ P(ul, Fl) (voir section 1.3),
(2) la varie´te´ V0 ∩ P0 est une intersection comple`te a` singularite´ isole´e
dont l’ide´al est engendre´ par les composantes de f et par les ui.
L’existence de f¯ et de u ve´rifiant la premie`re condition se de´montre comme
dans la Proposition 6. La deuxie`me condition est ve´rifie´e ge´ne´riquement ; il
suffit en effet que V0∩P0 soit un espace analytique re´duit et que l’intersection
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de P0 avec le lieu singulier de V0 soit e´gal a` l’origine (avec e´ventuellement
une certaine multiplicite´).
Supposons a` pre´sent que l’application f¯ ve´rifie les conditions (M1) et (M2).
La fibre au dessus de l’origine de l’application (f, u) : (C2n, 0) −→ (Ck+s, 0),
u = (u1, . . . , us), est un germe d’intersection comple`te a` singularite´ isole´e.
La fibre de Milnor V ∩ P de (f, u) est l’intersection de la fibre de Milnor V
de f avec un espace affine P .
On sait construire un syste`me distingue´ de cycles e´vanescents γ1, . . . , γµ qui
engendrent le groupe H2(n−k)+1(V ∩ P ) ≃ Zβ, β ≤ µ ([8, 12]).
Ces cycles e´vanescents sont associe´s aux intersections du discriminant de
(f¯ , u) avec une droite ge´ne´rique L ⊂ Ck+s.
L’inclusion V ∩ P ⊂ V donne lieu a` une application naturelle en homologie
ξ : H2(n−k)+1(V ∩ P ) −→ H2(n−k)+1(V ).
On peut diviser les cycles e´vanescents de (f, u) en deux groupes suivant
qu’ils correspondent a` une valeur singulie`re ou bien re´gulie`re de f . L’image
par ξ d’un cycle e´vanescent correspondant a` une valeur re´gulie`re de f est
e´videmment nulle.
A priori, il est possible que plusieurs cycles e´vanescents de V ∩P s’e´vanouis-
sent pour la meˆme valeur critique de f . On choisit arbitrairement l’un d’entre
eux. On note γ1, . . . , γl les cycles e´vanescents de V ∩ P ainsi obtenus.
Le nombre l et µ sont respectivement e´gaux a` la multiplicite´ du discriminant
de f et de (f, u) a` l’origine.
De´finition 5. On appelle base distingue´e de cycles e´vanescents de la fibre
de Milnor V d’un germe f : (C2n, 0) −→ (Ck, 0) d’application pyramidale
involutive (associe´ au choix d’une droite L ⊂ T et d’une base distingue´e de
chemins dans cette droite), les images des cycles γ1, . . . , γl pre´ce´demment
construits par l’application ξ : H2(n−k)+1(V ∩ P ) −→ H2(n−k)+1(V ).
2.5. E´nonce´ du the´ore`me principal.
The´ore`me 2. Soit f : (C2n, 0) −→ (Ck, 0) un germe d’application pyrami-
dale involutive, ve´rifiant les conditions (M1) et (M2). Le groupe d’homologie
H2(n−k)+1(V ) de la fibre de Milnor V de f est librement engendre´ par toute
base distingue´e de cycles e´vanescents. En particulier, le rang de ce groupe
est e´gal a` la multiplicite´ a` l’origine du discriminant de f .
Exemple 1. De´finissons l’application pyramidale f : (C6, 0) −→ (C2, 0) par
f1 = p1q1 + p2q2, f2 = p2q2 + p3q3. Le discriminant de f est le germe a`
l’origine de la re´union de trois droites {s1 = 0} ∪ {s2 = 0} ∪ {s1 = s2}. On
a par conse´quent H1(V ) = H2(V ) = 0 et H3(V ) = Z
3.
Exemple 2. On peut ge´ne´raliser l’exemple pre´ce´dent de la fac¸on suivante.
Soit g = (g1, . . . , gn) : (C
2n, 0) −→ (Cn, 0) le germe d’application de´finie par
gi = piqi et R : C
n −→ Ck une application line´aire surjective. Conside´rons
l’application involutive f = Rg : (C2n, 0) −→ (Ck, 0). La fibre de Milnor de
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f est 2(n−k) connexe et son nombre de Betti b2(n−k)+1 est e´gal au coefficient
binomial
(
n
k − 1
)
.
Corollaire. Sous les hypothe`ses du The´ore`me 2, l’ope´rateur de variation
V ar : H2(n−k)+1(V, ∂V ) −→ H2(n−k)+1(V ) est un isomorphisme.
De´monstration. Commenc¸ons par montrer que l’ope´rateur de variation est
bien de´fini en de´pit du fait que la fibre V0 de f au-dessus de 0 ne soit pas a`
singularite´ isole´e.
La Proposition 1 et les suites exactes des couples (V, ∂V ) et (V ∩P, ∂(V ∩P ))
donnent lieu a` un diagramme commutatif (ici et dans la suite de l’article,
nous utilisons les notations habituelles pour les morphismes injectifs, surjec-
tifs et les isomorphismes),
Hj+1(V ) // Hj+1(V, ∂V ) // Hj(∂V ) // Hj(V )
Hj+1(V ∩ P ) //
OOOO
Hj+1(V ∩ P, ∂(V ∩ P )) //
OO
Hj(∂(V ∩ P ))
OOOO
// Hj(V ∩ P )
≃
OO
avec j = 2(n− k).
Donc toute classe d’homologie relative dans H2(n−k)+1(V, ∂V ) peut eˆtre
repre´sente´e par un e´le´ment de H2(n−k)+1(V ∩ P, ∂(V ∩ P )).
Soit δ ⊂ V ∩P un cycle dont le bord est dans ∂(V ∩P ). Ce cycle de´finit un
e´le´ment d’homologie relative [δ] ∈ H2(n−k)+1(V, ∂V ). Notons σ un chemin
qui parcourt le bord de S dans le sens direct.
La varie´te´ V0∩P est a` singularite´ isole´e par conse´quent le chemin σ se rele`ve
en un diffe´omorphisme h de V ∩P de´finit a` isotopie pre`s qui fixe le bord de
V ∩ P (voir e.g. [10]). On de´finit l’ope´rateur de variation par
V ar : H2(n−k)+1(V, ∂V ) −→ H2(n−k)+1(V ), [δ] 7→ [h(δ) − δ].
Prenons pour base de H2(n−k)+1(V, ∂V ) la base duale d’une base distingue´e
de H2(n−k)+1(V ). Dans ces bases, la formule de Picard-Lefschetz entraˆıne
que la matrice de l’ope´rateur de variation est une matrice triangulaire dont
les e´le´ments diagonaux sont e´gaux a` 1 ou bien a` -1. (voir e.g. [1], Chapitre
I, section 2.5). Ce qui de´montre le corollaire. 
3. De´monstration du The´ore`me principal.
Nous utilisons les notations de 2.4.
Lemme. Soit α, β ∈ H2(n−k)+1(V ) les images de deux cycles de V ∩ P qui
sont e´vanescents en une meˆme valeur critique s ∈ L ∩ Σ alors α = ±β.
De´monstration. Notons ∆ le lieu singulier de la fibre singulie`re Vz = f¯
−1(z),
z ∈ L ∩ Σ. Le lemme est une proprie´te´ locale au voisinage de ∆, on peut
donc se restreindre a` un voisinage tubulaire de ∆ dans M .
Les hypothe`ses (M1) et (M2) entraˆınent que la varie´te´ ∆ est lisse, connexe de
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dimension k − 1. De plus, l’hypothe`se de pyramidalite´ entraˆıne que l’espace
tangent a` ∆ en chaque point est engendre´ par les champs hamiltonien des
composantes de f¯ .
Les cycles α, β sont associe´s a` des points critiques x, x′ ∈ Vz de meˆme valeur
critique z, i.e., f¯(x) = f¯(x′) = z. Quitte a` renume´roter les f¯i on peut
supposer que les hamiltoniens X1, . . . ,Xk−1 des fonctions f¯1, . . . f¯k−1 sont
line´airement inde´pendants en chaque point d’un voisinage U ⊂M de x ∈ ∆.
Commenc¸ons par de´montrer le lemme dans le cas ou` x′ ∈ U .
Notons ϕti : Ω −→ U le flot du champ hamiltonien de f¯i au temps t ∈ C et
conside´rons l’application
Φ : Ω −→ U, (t1, . . . , tk−1) 7→ (ϕt11 (x), . . . , ϕtk−1k−1 (x)),
le domaine Ω ⊂ Ck−1 e´tant choisi de telle sorte que l’application Φ soit sur-
jective.
Choisissons un chemin analytique dans Ω dont l’image par Φ est un chemin
plonge´ Cx,x′ joignant x a` x
′. a` l’aide des champs hamiltoniens X1, . . . ,Xk−1
construisons un champ hamiltonien X tangent a` Cx,x′ de´finit dans un voisi-
nage tubulaire du chemin Cx,x′ ⊂M .
Le flot du champ X donne une homotopie entre des repre´sentants des cycles
α et ±β (l’ambigu¨ıte´ du signe provient du fait que le cycle e´vanescent est
de´fini de fac¸on unique a` l’orientation pre`s). Le lemme est de´montre´ pour x′
voisin de x.
Dans le cas ge´ne´ral, on de´coupe le chemin joignant x a` x′ en petit segments
et on applique le raisonnement ci-dessus a` chacun de ces petits segments. 
Nous utilisons les notations de 2.4.
Notons G ⊂ H2(n−k)+1(V ∩ P ) le sous groupe engendre´ par les cycles
γ1, . . . , γl. Le lemme pre´ce´dent et le the´ore`me de section hyperplane relatif
(Proposition 1) entraˆınent que l’inclusion V ∩P ⊂ V induit une application
surjective en homologie
G
η // // H2(n−k)+1(V ) .
Autrement dit nous avons montre´ que les cycles e´vanescents engendre le
groupe d’homologie H2(n−k)+1(V ). Pour terminer la de´monstration, il nous
reste a` montrer qu’ils ne ve´rifient pas de relation non triviale.
Soit g = (g1, . . . , gk) un germe d’application pyramidale, conside´rons la pro-
prie´te´ suivante :
(Pg) Pour tout j ≤ k le germe d’application (g1, . . . , gj) est pyramidale.
Lemme. Il existe un ouvert de Zariski Ω de GL(k,C) tel que pour R ∈ Ω,
l’application Rf ve´rifie la proprie´te´ PRf .
De´monstration. Une intersection finie d’ouvert de Zariski est un ouvert de
Zariski ; par conse´quent il suffit de montrer la proprie´te´ pour j = k − 1.
Notons Z˜ la sous varie´te´ analytique de GL(k,C) × M qui consiste dans
les paires (R,x) pour lesquelles le germe de l’application Rf¯ au point x ne
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ve´rifie pas la proprie´te´ (PRf¯ ).
Notons C le lieu critique de f¯ et Z la projection de Z dans GL(k,C). On
a le diagramme commutatif donne´ par les projections sur le premier et le
deuxie`me facteur
Z˜ ⊂ GL(k,C) ×M pi1 //
pi2

M ⊃ C
Z ⊂ GL(k,C)
La condition de pyramidalite´ entraˆıne que, au dessus d’un point ge´ne´rique de
C, la varie´te´ Z˜ est localement isomorphe a` C×Z. Par ailleurs, la Proposition
3 entraˆıne que au dessus d’un tel point x ∈M , dim Z˜ < dimC donc Z est une
sous varie´te´ analytique de codimension au moins e´gale a` 1. Par conse´quent
son comple´mentaire est un ouvert de Zariski. Le lemme est de´montre´. 
Sans perte de ge´ne´ralite´, on peut donc supposer que l’application f satisfait
la proprie´te´ Pf .
Notons A ⊂ M une fibre de Milnor de l’application pyramidale involutive
(f¯1, . . . , f¯k−1), de telle sorte que V ⊂ A (si k = 1, on prend A =M).
La diffe´rence essentielle avec le cas des intersections comple`tes a` singularite´s
isole´es provient du fait que A est 2(n − k) + 2-connexe (The´ore`me 1).
Conside´rons la suite exacte du couple (A,V )
. . . −→ Hj(V ) −→ Hj(A) −→ Hj(A,V ) −→ . . . .
Les e´galite´s H2(n−k)+1(A) = 0, H2(n−k)+2(A) = 0 entraˆınent l’isomorphisme
H2(n−k)+1(V ) ≃ H2(n−k)+2(A,V ).
Soient D1, . . . ,Dl ⊂ (T ∩L) des voisinages ferme´s des valeurs critiques de f¯
et Dˆ1, . . . , Dˆl ⊂ A leurs pre´images par f¯ . Par excision, on a un isomorphisme
H2(n−k)+2(A,V ) ≃ ⊕li=1H2(n−k)+2(Dˆi, Vi)
ou` Vi est la fibre de f au dessus d’un point du bord de Di.
Par excision, on a e´galement l’isomorphisme
H2(n−k)+2(V, V ∩ P ) ≃ ⊕li=1H2(n−k)+2(Dˆi ∩ P, Vi ∩ P )
ou` P est l’espace vectoriel qui a servi a` construire les cycles e´vanescents (voir
2.4).
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Ces isomorphismes donnent lieu a` un diagramme commutatif :
G

 //
η
&& &&
H2(n−k)+1(V ∩ P ) ξ // // H2(n−k)+1(V )
Z
l 
 ν //
OOOO
η˜
66
⊕li=1H2(n−k)+2(Dˆi ∩ P, Vi ∩ P )
OO
// ⊕li=1H2(n−k)+2(Dˆi, Vi)
≃
OO
Les application ν et η˜ sont de´finies ainsi : les cycles e´vanescents qui en-
gendrent le groupe G sont les classes d’homologie des bords boules ferme´es
Ci ⊂ Dˆi ∩ P , ∂Ci ≃ S2(n−k)+1, i = 1, . . . , l ; les applications ν en η˜ envoient
un e´le´ment du groupe abe´lien libre engendre´ par les Ci sur sa classe d’ho-
mologie respective.
L’application η est surjective, par conse´quent η˜ l’est e´galement.
En prenant pour syste`me ge´ne´rateur de l’image de η˜ les classes d’homologie
des Ci, l’application η˜ est diagonale. Il reste donc a` montrer que pour tout
i ≤ l et pour tout n ∈ Z, l’image par η˜ de la classe de nCi est non nulle.
Ce dernier point provient du fait que le volume de la boule Ci est non nul.
En effet, si l’on note α =
∑n
i=1 pidqi la forme d’action, on a par Stokes
∫
∂Ci
α ∧ (dα)n−k =
∫
Ci
(dα)(n−k)+1 6= 0
donc la classe de n∂Ci dans H2(n−k)+1(V ) est non nulle. Il de´coule par con-
se´quent de l’isomorphisme H2(n−k)+1(V ) ≃ H2(n−k)+2(A,V ) que la classe
de nCi dans H2(n−k)+2(Dˆi, Vi) ⊂ H2(n−k)+2(A,V ) est non nulle. Ce qui
prouve que l’application η˜ est un isomorphisme et ache`ve la de´monstration
du the´ore`me.
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